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Setzt man in die Darstellung der Fourier-Reihe in reeller Form
s(t) = %0+ 3" [a; cos(i@,t) + b, sin(i o, t)] (1)
i=1
mit ®, >0 und a,,b; e R
die aus der Eulerschen Formel
e’® = cos @+ jsin @
folgenden Definitionen fiir die Sinus- und die Kosinusfunktion
cos<p=%(ej“’ +e‘j“’) (2)
sin(p:—j%(e”’ —e) 3)
ein, so ergibt sich die Form
= 1 1/ . .
S t __0 a. Jlu)ot +e—]1(00t _ b = e_]l(l)ot _e—Jlu)ﬂt
(=" ;[?( )b, 2 ﬂ
__0 Z ot a _jbi)"'eiji%tl(ai +jbi)
2 45 2
4>t —(a; - jb;) Ze“"”‘" a_ +ijb_). 4)
i=1 {=—oc0
Man definiert nun die komplexen Fourier-Koeffizienten
l(ai —jb,)  fiir i>0
2
c = %ao fir 1=0| ®)
%(ai +jb_) fiir i<0

st =Y e

j=—oo

Diese sehr kompakte Form enthilt auch negative Kreisfrequenzen (iw, < 0 fiiri <0).

Mit ihnen folgt aus (4) die Darstellung der Fourier-Reihe in komplexer Form

Die Information iiber Amplitude und Phasenlage der enthaltenen harmonischen Schwingun-

gen mit 1-®, ist nun in den jeweiligen Koeffizienten ¢, enthalten (s.u.).

Aus (5) folgt, dass sich die ¢, fiir 1 <0 sehr einfach aus den ¢, fiir 1 > 0 berechnen lassen.

Es gilt nimlich [¢_; =¢; *|.

Daher brauchen zur Berechnung der komplexen Fourier-Reihe einer reellwertigen

Funktion f(t) zunéchst nur die ¢, fiir i = 0 berechnet zu werden.
Setzt man die Berechnungsvorschriften fiir die a; und b;

== J-f(t) cos(imyt)dt fir 120
T

b, == j f(t)-sin(im t) dt  fir i>0
(T)

(6)
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in die Definition der ¢, fiiri> 0 in (5) ein, so folgt
¢, = 12 j f(t) - cos(im,t) dt — jg j f(t)- sin(iw,t) dt
2| Ta T
(7)
1 . C
=— J.f(t) [cos( ®,t)— jsin(i oaot)] dt
T
Setzt man in (7) wieder die Beziehungen (2) und (3) ein, so folgt
1 1/ . ) 1/ . )
c.=— f t = e]l(o(]t +e—_]1(1)0t )i eleot _e—_]l(l)ot dt
o = [0 |3 )it i
:L J'f(t)'[(ejiwot +e—jimﬂt)_<ejimﬂt _ oot )]dt
2T O
1 i}
=— |f(t)-2e7""dt,
ar ]
also
1 )
c. =— |f(t)-e"™dt], 8
° =7 j fv ®)

Die Beziehung (8) gilt fiir negative und positive i.
Sind die ¢, fiir 1 20 bekannt, so kénnen aus thnen mittels (5) einfach die a; und b; berechnet

werden: |a; = 2Re(c;)|und |b;, =-2Im(c,)|

Die Amplituden f%i der in (1) enthaltenen harmonischen Schwingungen ]A3i sin(im,t + @, )
sind B, =Ja} +b} =y(2Re(c,))’ +(-2Im(c)))" =2y(Re(c)))’ +(Im(c,)) ,
also |B; =2[c/|| 9)

Die Nullphasenwinkel dieser harmonischen Schwingungen ergeben sich dann' aus

tan g, = 4 = 2Re(c) _ Re(c)
b, —2Im(c;) —Im(c)

1

Re(c;) Re(g) .
zu |, = arctan| ——==— | = —arctan| —=— (Quadrantenproblematik beachten!), (10)

—Im(c;) Im(c;)
Achtung: Es gilt aber |arg(c,) = arctan Im_(gl) 11
chtung: Es gilt aber |arg(c; Re(e,) ) (11)

Liegt die komplexe Fourier-Entwicklung einer Funktion vor, so 148t sich mittels folgender 4
Paare von Spektren graphisch tiber i, @ oder f darstellen:

1. Re(c;) und Im(c,)

2. |c;| und arg(c;)

3.a, und b,

4. B, und o,
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