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Einfiihrung
Eine Determinante' ist ein quadratisches Schema aus Zahlen oder Funktionen, das bei Beach-

tung der nachfolgenden Rechenregeln als Ergebnis stets eine Zahl ergibt.

Determinanten liefern in der Mathematik eine Aussage {iber eine prinzipielle Eigenschaft ei-
nes Systems bzw. der Gleichungen, die dieses System beschreiben (z.B. stabil/instabil, 16s-
bar/nicht l9sbar, linear abhingig/unabhingig) oder sie ermdglichen die Berechnung eines
Wertes (z.B. einer Unbekannten in einem linearen Gleichungssystem).

Determinanten sind ausschlieBlich iiber und fiir quadratische Matrizen definiert.

Die Elemente einer Determinante setzt man in senkrechte Striche.

Zweireihige Determinanten (Determinanten zweiter Ordnung)

a a . . . .
Essei A, = ( a 12} eine quadratische (2, 2)-Matrix mit reellen a;;.
ay Ay

a,;, ap
dy Ay

(Es gibt auch die Schreibweisen D = ||A|| =det(a;) )

Dann heiit  detA, = |A 2| = die Determinante von A,.

Es gilt |[det A, :|A2| =a, a,—a,-a,€R

Dreireihige Determinanten (Determinanten dritter Ordnung)
a;; ap A

Essei A; =|a, a, a, |einequadratische (3,3)-Matrix mit reellen a;;.
a3 8p Ay
all a12 a13
Dann heiit  detA; = |A3| =la, a,, a,| die Determinante von As.
a3 ap Ay

Es gilt detA; = |A3| =a;;(ayay; —apay)—a,(aya;s —asay,)+as(asa;,; —a3a,)eR

Es sei Uj; die (quadratische) Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
der quadratischen Matrix A entsteht.
Dann 14Bt sich die Berechnung einer dreireihigen Determinante folgendermallen auf die Be-

rechnung von zweireihigen Unterdeterminanten ‘Uij ‘ zuriickfiihren:

3 .
detA; =a, '|U11|_alz '|U12|+313 '|U13| = Z(_l)lﬂ "ay; "Uu‘
=

Man sagt: ,,Die Determinante wird nach der ersten Zeile entwickelt*.

!'Von lateinisch determinare = bestimmen

|Bitte benachrichtigen Sie mich, wenn Sie in diesem Dokument Fehler finden oder Anregungen oder Fragen dazu haben.
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Die Berechnung von dreireihigen Determinanten ist auch sehr einfach moglich mittels der
Regel von Sarrus:

Man schreibt rechts neben die Determinante nochmals die Elemente in den beiden ersten
Spalten.

Dann werden die drei Produkte aus je drei Elementen in Richtung der Hauptdiagonalen ad-
diert und davon die drei Produkte aus je drei Elementen in Richtung der Nebendiagonalen
subtrahiert:

Determinanten hoherer als dritter Ordnung

Solche Determinanten muss man, ggf. rekursiv, nach Zeilen oder Spalten ,,entwickeln®, bis
man auf Determinanten 3. Ordnung kommt, die man mit der Regel von Sarrus direkt berech-
nen kann.

Die Rechenanweisung liefert der Laplacesche Entwicklungssatz:
Fiir n-reihige quadratische Matrizen A gilt:

Entwicklung nach der i-ten Zeile: |A| = Z:‘(—l)”j “ay -‘Uij‘ mit beliebigem, festem ie {1,...,n}
e

Entwicklung nach der j-ten Spalte: |A| = Z:(—l)”i ‘A -‘Uij‘ mit beliebigem, festem je {l,...,n}
i=1

Hinweise:
1. Man entwickelt zweckmiBigerweise bei einer gegebenen Determinante nach einer Zeile
oder Spalte, die moglichst viele Nullen enthélt!

2. Der Term (-1)" -‘Uij‘ heilt das ,,algebraische Komplement* oder die ,,Adjunkte” zum
Element a;;.

3. Die Vorzeichen der einzelnen Summanden sind innerhalb der zu entwickelnden Determi-
nante schachbrettartig angeordnet, mit einem ,,+* links oben beginnend:
+ - 4+ -

-+ - +
+ - + -
- 4+ - +

4. Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz folgt, dass der Wert einer Determinante, bei der
irgendeine Zeile oder irgendeine Spalte nur Nullen enthélt, Null ist.

Bei der Entwicklung von Determinanten hoherer Ordnung erlauben die folgenden

Haupteigenschaften von Determinanten eine Vereinfachung der Berechnung:

1. Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten bewirkt eine Multiplikation des Wertes der De-
terminante mit —1.

2. Multiplikation aller Elemente einer Zeile oder einer Spalte mit einer Zahl A€ R bewirkt
eine Multiplikation des Wertes der Determinante mit A .

3. Addition des A-fachen (mit A€ R) einer Zeile zu einer anderen Zeile édndert den Wert der

Determinante nicht. Entsprechendes gilt fiir Spalten.

|Bitte benachrichtigen Sie mich, wenn Sie in diesem Dokument Fehler finden oder Anregungen oder Fragen dazu haben. |
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Den dritten Punkt verwendet man, um eine Determinante vor Anwendung des Entwicklungs-
satzes so umzuformen, dass sie in der Zeile oder Spalte. nach der entwickelt werden soll,
moglichst viele Nullen enthilt.

Aus den Haupteigenschaften folgt, dass der Wert einer Determinante Null ist, wenn
1. zwei Zeilen oder zwei Spalten gleich sind
2. eine Zeile (Spalte) als Linearkombination anderer Zeilen (Spalten) darstellbar ist

Weitere Rechenregeln fiir Determinanten
1. Multiplikationssatz: Sind A und B gleichartige quadratische Matrizen, so gilt

[A-B|=|A][B[=B- A
Ein entsprechender Satz fiir |A + B| existiert nicht!
2. [h-Al=2"-|A

3. ‘AT‘ = |A| (Man darf also Spalten und Reihen miteinander vertauschen.)

, wenn A eine (n, n)-Matrix und A ein Skalar ist.

4. Ist A eine (obere oder untere) (n, n)-Dreiecksmatrix, so gilt
|A| :Haii =ap g tdyceetdy
i=1

Dieser Satz gilt auch fiir Diagonalmatrizen.

Eindeutigkeitssatz und Cramersche Regel

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A -X =B mit der (n, n)-Matrix A und den (n, 1)-
Spaltenvektoren X und B.

A, sei die Matrix, die aus A entsteht, wenn man deren i-te Spalte durch den Zielvektor B
ersetzt.

Eindeutigkeitsssatz:

Das lineare Gleichungssystem A - X =B ist genau dann eindeutig 1sbar, wenn |A| #0 gilt.

A
A
Die Cramersche Regel verwendet man nur dann, wenn lediglich einzelne Elemente des Lo-

sungsvektors gesucht sind. Anderenfalls ist das z.B. das Gau3sche Eliminationsverfahren vor-
zuziehen.

Cramersche Regel: Dann ist |X; = firi=1,..,n

Weitere wichtige Zusammenhénge:

Eine quadratische Matrix ist regulér (d.h. invertierbar) genau dann,
wenn die Determinante der Matrix # 0 ist.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem A -X =B hat genau dann nur die triviale Losung,
wenn |[A|#0 gilt.

Dann gilt A”-A-X=A"-B,also X=A"-B
%/_/
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